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زیست است. ترین مسائل در محیطها یکی از مهمها در رودخانهانتقال آلاینده

های گوناگون پراکندگی به روش -جاییبسیاری از محققین به حل معادله جابه

ها اجزای محدود پرداختند. این روشعددی از جمله روش تفاضل محدود و 

رغم مزایایی که دارند، دارای معایبی نیز هستند که اکثراً مرتبط با علی

های بدون شبکه همین علت استفاده از روشبندی دامنه مسئله است، بهشبکه

رسد. در تحقیق نظر میبندی دامنه حل ندارند، ضروری بهکه نیازی به شبکه

پراکندگی با استفاده از روش بدون  -جاییعادله جابهبعدی محاضر، حل یک

منظور بررسی گالرکین در حالت غیرماندگار انجام شده، و به-ووشبکه محلی پتر

بِرن استفاده شد. تابع تقریب و های رودخانه مِریصحت عملکرد مدل از داده

ترتیب تابع حداقل مربعات کار رفته در روش مورد مطالعه، بهتابع وزن به

آزمایش برای  9متحرک و تابع کیوبیک اسپیلاین است. در این پژوهش، 

برای واسنجی، آزمایش برای اعتبارسنجی آن استفاده شد.  2واسنجی مدل و 

نمودار ضریب پراکندگی و سرعت نسبت به دبی رسم و معادله رگرسیونی توانی 

در بودند.  988/0و  925/0بستگی ترتیب دارای ضریب هماستخراج شد که به

برای هر مدل ضریب پراکندگی و سرعت با به حداقل  حالت اعتبارسنجی نیز،

رساندن معیار میانگین مربعات خطای غلظت محاسباتی و مشاهداتی بهینه 

مترمربع بر ثانیه،  13/0-1/1شد. مقدار ضریب پراکندگی در این تحقیق در بازه 

حاکی این مطالعه دست آمد. نتایج یتر بر ثانیه بهل 13-437برای محدوده دبی 

از عملکرد و دقت قابل قبول روش بدون شبکه است. 

گالرکین، تابع -وانتقال آلاینده، روش بدون شبکه محلی پترو کلمات کلیدی:

حداقل مربعات متحرک، تابع کیوبیک اسپیلاین.

Transport of pollutants in rivers is one of the most important 

issues in the environment. Many researchers have solved the 

advection-dispersion equation by various numerical 

methods, including finite difference and finite element 

methods. Despite their advantages, these methods also have 

disadvantages that are often related to netting of the problem 

domain. Therefore application of mesh-free methods which 

do not require solution domain network seems necessary. In 

the present study, the one-dimensional advection-dispersion 

equation has been solved using the Mesh-free Local Petrov-

Galerkin method in the unsteady state. The Murray Burn 

River data were used to evaluate the performance of the 

model. The used approximation and weight function were the 

moving least squares function and the cubic spline function, 

respectively. In this study, 9 experiments were used to 

calibrate the model and 2 experiments were used to validate 

it. For calibration, the discharge coefficient and velocity 

plotted against the flow rate, and the power regression 

equation was extracted which had correlation coefficients of 

0.925 and 0.988, respectively. In the validation mode, the 

dispersion coefficient and velocity were optimized by 

minimizing the mean squared error between computational 

and observational concentration for each model. The 

dispersion coefficient in this study was in the range of 0.13-

1.1 m2/s for the flow rate of 13-437 L/s. The results indicated 

the acceptable performance and accuracy of mesh-free 

method. 

Keywords: Cubic Spline Function, Mesh-Free Local Petrov-

Galerkin Method, Moving Least Squares Function, Pollutant 

Transport.

mailto:m.yasi@ut.ac.ir
mailto:m.yasi@ut.ac.ir


  

 و همکاران یغلام هیزک

 
 

 
 1400پاییز ، 3شماره ، ششمال س                                                    48                                            نشریه علوم و مهندسی آب و فاضلاب

 مقدمه -1

 

ها، معادله انتقال آلودگی در رودخانه معادله حاکم بر پدیده

پراکندگی است که از نوع معادلات دیفرانسیل جزئی  -جاییجابه

سهموی است. این معادله در حالت کلی معادله حرکت نامیده 

دست به 1معادله پیوستگی و قانون اول فیکشود و از ترکیب می

ها به دو دسته . انتشار آلودگی در رودخانه(Chapra, 1997)آید می

شود. در هر روش نیاز به کلی آزمایشگاهی و تئوری تقسیم می

ی انتقال و انتشار آلودگی بینی رفتار پدیدهبرای پیش مدل توسعه

های محاسبات های نظری از روشها است. در روشدر رودخانه

عددی برای حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر پدیده استفاده 

های عددی و شود، که در نهایت منجر به تولید مدلمی

 . (Chapra, 1997)شود افزارهای تجاری مینرم

 ساده بسیار هایحالت در فقط معادله انتقال آلاینده حل

 لدلیبه کاربردی حالات برای و دارد وجود تحلیلی صورتبه

 از استفاده ،عتیدر طب ستمیس کی یرفتار واقع یدگیچیپ

های عددی تفاضل روش. است ناپذیراجتناب عددی هایروش

هایی و ...، مجموعه روش 4، احجام محدود3، اجزای محدود2محدود

هستند که با ایجاد شبکه در میدان حل، مقادیر موردنظر در 

های رغم مزایای فراوان، روشزنند. علیمعادلات را تخمین می

که فهم و هایی نیز هستند. با اینعددی دارای محدودیت

های محدود نسبتاً آسان است، اما های تفاضلنویسی مدلبرنامه

گونه های مستطیلی است که اینکاربرد این روش محدود به شبکه

 در ومسئله را پوشش بدهند  خوبی هندسهتوانند بهها نمیشبکه

های های اجزای محدود و حجمروش .کنندمی خطا ایجاد مرزها

مسئله منعطف هستند، اما تولید  ارتباط با هندسهمحدود نیز در 

ای ها کار پیچیدهنویسی این روشبعدی و برنامههای سهشبکه

های اخیر توجه فراوانی به گسترش رو، در طی سالاست. از این

های . روش(Li et al., 2003)های بدون شبکه شده است روش

های اخیر های عددی در سالترین روشاز نوین بدون شبکه

های مبتنی بر ای از معایب روشاند پارههستند که توانسته

ها بندی را اصلاح کرده و مسائلی را حل کنند که تحلیل آنشبکه

پذیر نبوده طور کلی امکانبندی یا بهبر شبکههای مبتنی با روش

که که نیاز به صرف هزینه و زمان زیادی دارند. بسته به اینو یا این

یابی، بندی، تقریب یا درونها برپایه روند فرمولاساس کار روش

های مختلفی را درنظر گرفت. توان روشیا نمایش دامنه باشد، می

های بدون شبکه است یکی از روش 5گالرکین -ووروش محلی پتر

 ;Liu, 2002)رود یکار مبه آنتوسعه  یبرا یمحل یفشکل ضعکه 

2000 ,Lin and Atluri; 1998Atluri and Zhu, ).  

حل تحلیلی معادله انتقال  (،1392)مشهدگرمه و همکاران 

آلودگی در حالت یک بعدی با ضرایب )سرعت و ضریب پراکندگی( 

ای توسط ازای الگوی زمانی دلخواه منابع آلاینده نقطه ثابت و به

منظور تعمیم نتایج به روش تابع گرین را انجام دادند. ایشان به

آلاینده را حالت واقعی، غلظت حاصل از بارگذاری دو منبع تخلیه 

دلیل عدم با الگوی زمانی نامنظم با روش تابع گرین تعیین و به

وجود حل تحلیلی در این موارد، نتایج آن را با نتایج حاصل از 

مقایسه کردند. نمودارهای نهایی و تحلیل  11افزار مایک نرم

های آماری در پژوهش ایشان، حاکی از انطباق نتایج شاخص

 است. براتی 11دی با نتایج حاصل از مایک حل تحلیلی پیشنهاراه

 با را جامعی و جدید بعدی یک مدل (،1394) همکاران و مقدم

 برای( QUICK روش) بسیار دقت درجۀ با عددی الگوهای تلفیق

 جذب و موقت نگهداشت لحاظ با آلاینده انتقال سازیشبیه

 جریان رژیم تحت نامنظم مقطع با هارودخانه در سینتیک

 دو و فرضی مثال برای مدل اجرای نتایج. دادند ارائه غیرماندگار

 حاکی دیگر، رایج مدل دو نتایح با هاآن مقایسۀ و واقعی دادۀ سری

 مدل ایشان. است آن فراوان عددی پایداری و مطلوب دقت از

 جایگزین عنوانبه آلاینده انتقال مطالعات از بسیاری در را مذکور

کردند.  پیشنهاد فعلی رایج هایمدل برای مناسبی

(Kolahdoozan and Gargary (2015 به حل معادله یک بعدی ،

بندی حداقل پخشیدگی با استقاده از روش بدون شبکه -جابجایی

برای ساخت توابع شکل  مربعات گسسته ترکیبی پرداختند. ایشان

بندی، از تقریب حداقل مربعات متحرک در روش بدون شبکه

)6MLS( کار گرفته شده در این تحقیق با استفاده کردند. روش به

عنوان یک معادله پخشیدگی یک بعدی به -حل معادله جابجایی

تفاضل جزئی سهموی، توسعه داده شد. نتایج بدست آمده با 

ه شد که نتایج حاکی از دقت و عملکرد های تحلیلی مقایسحل

 کار برده است.بالای روش به

 (2016Mousavi et al. ( در  8حل توابع پایه شعاعی محلی

پخشیدگی دو بعدی با روش تفاضل محدود را  -معادله جابجایی

سازی حل خاص مقایسه کردند. ایشان با استفاده از تکنیک محلی

خوبی شناخته شده سازی دو مشکل به، برای برطرف10تقریبی

چنین برای ارزیابی دقت توابع پایه شعاعی استفاده کرده و هم

بندی، از روش شبکهعنوان یک روش بدون به LMAPSروش 

کار بردند. نتایج ایشان در این مطالعه به FDMبندی شده شبکه

پیشنهاد  FDMدر مقایسه با روش  LMAPSنشان داد که روش 

سازی ( مدل1395شده، دقت و پایداری بالاتری دارد. محتشمی )

جریان آب زیرزمینی در آبخوان آزاد دشت بیرجند را با استفاده 

گالرکین انجام دادند. ایشان -ووشبکه محلی پتراز روش بدون 
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جریان آب زیرزمینی را در دو حالت ماندگار و غیرماندگار برای 

سازی کرده، و سطح آب زیرزمینی آبخوان آزاد دشت بیرجند مدل

سازی شده به روش بدون شبکه را با سطح آب زیرزمینی مدل

یج تحقیق مشاهده شده و روش تفاضل محدود مقایسه نمودند. نتا

ور ایشان گویای عملکرد و دقت قابل قبول این روش است. دیمه

عمق با استفاده از روش های کم( حل عددی معادلات آب1396)

گالرکین در حالت غیرماندگار را انجام -ووبدون شبکه محلی پتر

سازی عبور جریان آب از روی داد. هدف از تحقیق ایشان، مدل

ای و ه در دو حالت با توزیع منظم گرهبیشه بود کسرریز سد سیاه

ای انجام شد. نتایج تحقیق حاکی از عملکرد و توزیع نامنظم گره

چنین، مقدار خطای جذر قبول این روش است. همدقت قابل

میانگین مربعات در دو حالت بیانگر خطای کمتر در حالت توزیع 

 های نامنظم است.گره

 (Boddula and Eldho (2017 انتقال آلودگی در محیط ،

اس گالرکین براس-ووشبکه محلی پترمتخلخل را با روش بدون

. ایشان به توسعه این سازی کردندحداقل مربعات متحرک شبیه

بعدی در محیط متلب پرداختند روش برای حل مسائل یک و دو 

را از نظر دقت و عملکرد با حل تحلیلی و سایر و صحت آن

)روش تفاضل محدود و اجزای محدود( های عددی موجود روش

بررسی کردند. در نهایت به این نتیجه رسیدند که روش بدون 

سازی الرکین، روشی مؤثر و کارآمد در مدلگ-ووشبکه محلی پتر

 Tayefi et al. (2018). های زیرزمینی استآبمسائل هیدرولوژی 

گالرکین را -ووروش بدون شبکه محلی پترمعادله انتشار نوترون به

د. محاسباتی در تحقیق ایشان شامل دو مرحله بو حل کردند. روند

کارگیری تقریب حداقل مربعات متحرک برای مرحله اول به

بر اساس دامنه مسئله و سپس استفاده از آن  ساخت تابع شکل

حل معادله انتشار  گالرکین برای-ووشبکه محلی پتردر روش بدون

 ن مسئلهنوترون بود. ایشان برای ارزیابی مدل پیشنهادی، چندی

ای های تحلیلی و روش اجزرا با حل هارا در نظر گرفتند و خروجی

محدود گالرکین مقایسه نمودند. نتایج حاکی از دقت و صحت 

ها چنین، محقق شد که افزایش گرهمناسب روش مذکور بود. هم

 تواند بر عملکرد روش بدون شبکهو انتخاب تابع وزن مناسب می

 بیافزاید.  گالرکین-وومحلی پتر

 (Pathania and Eldho (2020 پیوسته جریان سازی بهمشبیه

با روش بدون شبکه آب زیرزمینی و انتقال آلودگی را در یک آکیفر 

گالرکین انجام دادند. ایشان برای تولید تابع شکل، از روش تقریب 

حداقل مربعات متحرک استفاده کردند که نتیجه آن ایجاد حالت 

پایدار معادلات برای تخمین هد آب زیرزمینی و مقدار غلظت 

آلودگی شد. مدل پیشنهادی در این تحقیق، در ابتدا با استفاده از 

تحلیلی یک و دو بعدی اعتبارسنجی و سپس برای حل های حل

مدل توسعه داده شده با کار برده شد. مسائل فرضی و واقعی به

ترتیب برای هد به MT3DMSو  MODFLOWهای نتایج مدل

نتایج نشان داد مدل مذکور برای . شدآب و مقدار غلظت مقایسه 

سازی برای شبیهبخشی دارد و های رضایتهر دو مورد، خروجی

توان همچنین محقق شد که می. استآکیفرهای ناهمگون مناسب 

های با افزایش شعاع دامنه تأثیر، دقت مدل را نسبت به روش

بندی اولیه و د و اجزای محدود که نیاز به شبکهتفاضل محدو

 مجدد دارند، افزایش داد. 

تر محققان به حل دهد بیشمرور کارهای پیشین نشان می

بندی های با شبکهراکندگی با روشپ -جاییجابه عددی معادله

پرداخته و تحقیقات اندکی به حل معادله انتقال آلاینده در 

های های بدون شبکه انجام شده است. در سالرودخانه با روش

 در حل بسیاری از معادلات دیفرانسیل های بدون شبکهاخیر روش

ی دن این روش عدداند و نتایج آن حاکی از مناسب بوکار رفتهبه

 در این تحقیق سعی بر این استدر مطالعات علوم مهندسی است. 

سازی پدیده انتقال با روش عددی بدون شبکه محلی به شبیه

بوط به تولید دلیل دقت بالا، کاهش هزینه مرگالرکین به-وپترو

در  های رایج موجودشبکه و... انجام شود تا نواقص موجود در مدل

 زی را مرتفع سازد. در نهایت صحت روش مذکور باسازمینه شبیه

 گیرد. های واقعی مورد مطالعه قرار میاستفاده از داده

 

 هامواد و روش -2
 

 ینگالرک-ووپتر یروش بدون شبکه محل -2-1

تابع و  یبقرت یبرا ینگالرک-ووپتر یروش بدون شبکه محل

ابه کار کاملا مش یندندارد. فرا یازن یبه شبکه کل یریگانتگرال

مانند تفاضل  یشکل قو یبندبر اساس فرمول یعدد یهاروش

حداقل مربعات متحرک در  یبکه تقرییجامحدود است. از آن

 یبرا یخاص یهارود، لازم است که روشیکار مبه مذکورروش 

 Lin and Atluri, )کار گرفته شود به یضرور یمرز یطاعمال شرا

2000) . 

ی از یمزایادارای  های عددیفوق نسبت به سایر روشروش 

گیری و حل ای برای انتگرالبندی زمینهجمله: عدم نیاز به شبکه

 ای است.حل هر گونه هندسهمعادلات بر روی نقاط، و توانایی 
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𝜞𝒒𝒊، : دامنه تابع وزن𝜴𝒘، گیری: دامنه انتگرال𝜴𝒒، : دامنه پایه𝜴𝒔، : نقطه گوسی𝑿𝑸) طبیعیو  ضروریهمراه شرایط مرزی دامنه مسئله به -1 شکل

 :

𝜞𝒒𝒖، گیریانتگرالمرز داخلی دامنه 
𝜞𝒒𝒕،: قسمتی از مرز ضروری

 (Liu and Gu, 2005)( : قسمتی از مرز طبیعی

 

 تابع تقریب حداقل مربعات متحرک/ تابع شکل -2-2

منظور میلادی توسط شپارد به 1960این تابع در حدود سال 

کار رفته است و یابی در سطح برای نقاط با مقادیر متغیر بهدرون

 Liu)های کاملاً پیوسته است اساس کاربرد آن دستیابی به تقریب

and Gu, 2005) .Belytschko et al. (1994)  وAtluri and Zhu 

های بدون ترتیب در روشبرای ساخت توابع شکل خود به (1998)

گالرکین از تابع -ووشبکه گالرکین و روش بدون شبکه محلی پتر

یک تابع  hU(X)تقریب حداقل مربعات متحرک بهره بردند. اگر 

 hU(X)باشد، تقریب  Ωتغییرات میدانی در محدوده مورد بررسی 

 (1)شود که به صورت رابطه نشان داده می hU(X)با  Xدر نقطه 

 .(Liu and Gu, 2005)شود بیان می
 

(1) 𝑈ℎ(𝑋) = ∑ 𝑝𝑗(𝑋)𝑎𝑗(𝑋)

𝑚

𝑗

= 𝑃𝑇(𝑋)𝑎(𝑋)  

 

: بردار a(X)و  P(X)دهنده های تشکیلای: تعداد تک جملهmکه 

 شود.تعریف می (2)صورت رابطه است که به P(X)ضرایب 
 

(2) 𝑎𝑇(𝑋) = {𝑎1(𝑋)     𝑎2(𝑋)   …   𝑎𝑚(𝑋)} 

 

یک بردار از توابع پایه است، که اغلب  P(X)، (1)در رابطه 

های لازم برای حصول حداقل کامل ایشامل حداکثر تک جمله

ای کامل از بودن، است. در فضای یک بعدی، یک پایه چندجمله

 شود.بیان می (3)طبق  mمرتبه 
 

(3) 𝑃𝑇(𝑋) = {1      𝑥      𝑥2   …    𝑥𝑚} 

طور موضعی برای تخمین مقدار تابع در نقطه هایی که بهتعداد گره

X منظور شود. بهشود، توسط دامنه پایه تعیین میاستفاده می

 باید مینیمم شود:  2Lدار نرم ، تابع وزنa(X)تعیین ضرایب مجهول 
 

(4) 𝐽 = ∑ 𝑊(𝑋 − 𝑋𝐼)[𝑃𝑇(𝑋𝐼) 𝑎(𝑋) − 𝑈𝐼]2

𝑛

𝐼

 

 

و مقدار داخل  Iدهنده تابع وزن مربوط به گره : نشانiW(X)که 

و مقدار  Iکروشه اختلاف بین مقدار تخمین زده شده در نقطه 

: تعداد نقاط در دامنه nچنین، داده شده در همان نقطه است. هم

شرط  Jمنظور مینیمم کردن تابع پایه تابع وزن است. به

𝜕𝐽/𝜕𝑎 = گیرد که نهایتاً منجر به رابطه مورد بررسی قرار می 0

 شود.می (5)خطی 
 

(5) 𝑎(𝑋) = 𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋) 𝑈𝑠  
 

 شوند.ترتیب در روابط بعدی تعریف می: بهSUو  A(X) ،B(X)که 
 

(6) 𝐴(𝑋) = ∑ 𝑊(𝑋𝐼)𝑝(𝑋𝐼)𝑃𝑇(𝑋𝐼)

𝑛

𝐼

 

 

( 7از رابطه ) B(X): ماتریس لنگر وزنی است و ماتریس A(X)که 

 شود.محاسبه می
 

(7) 𝐵(𝑋) = {𝑊1𝑝(𝑥1)     𝑊2𝑝(𝑥2)   …   𝑊𝑛𝑝(𝑥𝑛)} 

(8) 𝑈𝑠 = {𝑈1     𝑈2    …  𝑈𝑛} 
 

، تقریب حداقل مربعات (1)در رابطه  (5)با قرار دادن رابطه 

 شوند.ارائه می (9)صورت رابطه به



  

 (بِرنیدخانه مِر: روی)مطالعه مورد نیگالرک-ووبدون شبکه پتر یبا روش عدد یپراکندگ-ییجامعادله جابه یحل عدد

 
 

 
 1400پاییز ، 3، شماره ششمال س                                                     51                                           نشریه علوم و مهندسی آب و فاضلاب

(9) 

𝑈ℎ(𝑋) = ∑ ∑ 𝑝𝑗(𝑋) 

𝑚

𝑗

𝑛

𝐼

(𝐴−1(𝑋)𝐵(𝑋))𝑗𝐼𝑈𝐼

= ∑ ∅𝐼(𝑋)

𝑛

𝐼

𝑈𝐼 

 

 : پارامتر گرهیIU: تابع شکل و I(X)∅: تابع تقریب، hU(X)که 

 .(Liu & Gu, 2005)است 

 

 تابع وزن  -3-2

تابع وزن نقش اساسی در عملکرد تقریب حداقل مربعات 

مطابق  Wمتحرک دارد. در این تحقیق از تابع اسپیلاین کیوبیک 

شود. این تابع پیوسته از درجه دو است استفاده می (10)رابطه 

: شعاع تأثیر تابع وزن wrو  xتا نقطه  ix: فاصله بین نقطه idکه 

 . (Liu and Gu, 2005)است 
 

(10) 

𝑊 (𝑋) =

{

2

3
− 4𝑟𝑖

2̅̅ ̅ + 4𝑟𝑖
3̅̅ ̅                                          𝑟𝑖̅ ≤ 0.5

4

3
− 4𝑟𝑖

 ̅ + 4𝑟𝑖
2̅̅ ̅ −

4

3
𝑟𝑖

3̅̅ ̅                  0.5 < 𝑟𝑖̅ ≤ 0.5

0                                                                      𝑟𝑖̅ > 1

}        ,      [𝑟𝑖 =

𝑑𝑖

𝑟𝑤
=

|𝑥−𝑥𝑖|

𝑟𝑤
]  

 

 پراکندگی -جاییسازی معادله جابهگسسته -4-2

ها، از معادله بینی انتقال آلاینده در رودخانهبرای پیش

 شود:( استفاده می11پراکندگی به شکل رابطه )-جاییجابه

 

(11) 𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 𝐷

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
 

 

: سرعت u: غلظت آلاینده در مجرای اصلی رودخانه، C(x,t)که 

: مدت زمان سپری شده بعد از t: ضریب پراکندگی، Dجریان، 

 ,Fischer): فاصله از نقطه تخلیه است xتخلیه ماده آلاینده و 

پراکندگی )رابطه -جاییسازی معادله جابه. با گسسته(1979

دار های وزنگالرکین و باقیمانده-وروش محلی پترو((، به11)

 داریم:

 

∫ 𝑊𝑗

𝜕𝐶

𝜕𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫ 𝑊𝑗  𝑢
𝜕𝐶

𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 − ∫ 𝑊𝑗 𝐷
𝜕2𝐶

𝜕2𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 = 0 (12) 

 

گیری جزء به جزء عبارت حاصل از انتگرالعبارت جایگذاری با 

سوم )از سمت چپ( معادله فوق و با استفاده از تقریب مشتق 

 اریم: مرتبه اول جمله زمانی غلظت به روش ضمنی د

∫ 𝑊𝑗

𝐶𝑚+1 − 𝐶𝑚

∆𝑡

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∫ 𝑊𝑗  𝑢
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑 

− ∫ 𝐷 𝑊𝑗

𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑥

 

𝛤

𝑑𝛤

+ ∫ 𝐷
𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
 
𝜕𝐶𝑚+1

𝜕𝑥

 

𝛺

𝑑𝛺 = 0 

(13) 

 

که توابع شکل حداقل مربعات متحرک، شرط جاییاز آن

همین دلیل هنگام اعمال کنند، بهدلتای کرونکر را ارضاء نمی

است. حال اگر  (α)شرط مرزی دریکله نیاز به یک ضریب پنالتی 

𝐶 صورتشرایط مرزی دیریکله به − 𝐶̅ = فرض شود، جمله  0

( اضافه 13)به رابطه عنوان شرط مرزی ورودی ( به14رابطه )

 د.شومی
 

[𝛼𝑊𝑗(𝐶𝑚+1 − 𝐶̅)] = [𝛼𝑊𝑗𝐶𝑚+1 − 𝛼𝑊𝑗𝐶̅] (14) 

 

عنوان شرط مرزی خروجی چنین شرط مرزی نیومن بههم

مقدار تخمینی غلظت و شود. برای طور مستقیم اعمال میبه

 :داریم نسبت به متغیر مستقل مکان آن مشتق
 

𝐶(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝐶𝑖(𝑡) ∅𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 (15) 

𝜕𝐶(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= ∑ 𝐶𝑖(𝑡) 

𝜕∅𝑖

𝜕𝑥
 

𝑛

𝑖=1

 (16) 

 

 ( داریم:13)با جایگزینی معادلات فوق در رابطه 
 

[∫ ∑ 𝑊𝑗  ∅𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝛺

𝑑𝛺 + ∆𝑡 𝑢 ∫ ∑ 𝑊𝑗   
𝜕∅𝑖

𝜕𝑥
 

𝑛

𝑖=1

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∆𝑡𝐷 ∫  ∑  
𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
 
𝜕∅𝑖

𝜕𝑥
 

𝑛

𝑖=1

 

𝛺

𝑑𝛺

+ 𝛼  ∫ 𝑊𝑗  ∅𝑖  𝐶𝑖
𝑚+1

 

𝛤

𝑑𝛤] 𝐶𝑖
𝑚+1

= ∫ ∑ 𝑊𝑗  𝐶𝑖
𝑚

𝑛

𝑖=1

 

𝛺

𝑑𝛺

+ ∫ ∆𝑡𝐷 𝑊𝑗

𝜕𝐶  

𝜕𝑥

 

𝛤

𝑑𝛤

+ 𝛼 ∫ 𝑊𝑗𝐶̅

 

𝛤

𝑑𝛤 

(17) 

پراکندگی  -جاییترین شکل معادله جابه( گسسته17رابطه )

را توان آنگیرد و میصورت مستقیم داخل کد قرار میاست که به
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𝐾𝑈به شکل  = 𝐹  ،که خلاصه کردK ،ماتریس سختی :U :

تحقیق، برای  : ماتریس نیرو است. در اینFماتریس مجهولات و 

گالرکین از -وبررسی عملکرد روش بدون شبکه محلی پترو

شود.استفاده می 11بِرنمِریهای رودخانه داده

 بِرنرودخانه مِری -5-2

بِرن، رودخانه کوچکی است که از محوطه رودخانه مِری

کند. محوطه دانشگاه در عبور می Heriot Wattریکارتون دانشگاه 

 3/11مایلی ) 7برا و در حدود قسمت جنوب غربی ادین

مورد بازه در الگوی جریان کیلومتری( مرکز شهر واقع شده است. 

. است و یکنواخت ماندگار مذکور،رودخانه ( 4الی  3مطالعه )بازه 

سطح مقطع رودخانه در این بازه تقریباً مستطیلی است و دارای 

متر  184و طول  009/0متر، شیب متوسط  4/2متوسط  عرض

، محل تزریق ماده بِرنمِری، شماتیک رودخانه 2 شکلاست. 

  .(Wallis et al. 2014) دهدرا نشان می بازه موردنظرردیاب و 

سازی و قبل از تزریق، آب که در شروع شبیهجاییاز آن

غلظت پایه رودخانه تمیز و عاری از هرگونه آلاینده بوده است، 

درنظر گرفته شد. آزمایش ها در همه گرهشرط اولیه صفر برای 

تزریق ناگهانی ماده با  بِرنمِریدر رودخانه ماده ردیاب 

انجام ( 4یستگاه متر بالاتر از ا 420) 1ایستگاه در   WTردامین

 -های بالادست )نمودار غلظتسازی از دادهبرای انجام مدل .شد

عنوان شرط مرزی بالادست ( به3شده در ایستگاه زمان برداشت

]مدل )ورودی(، و گرادیان مکانی صفر غلظت 
𝜕C

𝜕x
(∞, t) = 0]

دست مدل )خروجی( استفاده شد. در برای شرط مرزی پایین

( 4دست )ایستگاه های مشاهداتی پاییننهایت صحت مدل، با داده

های انجام شده بر یازده سری از آزمایش 1جدول بررسی شد. 

دهد. محدوده تغییرات دبی در بِرن را نشان میمِریروی رودخانه 

 لیتر بر ثانیه است.  3/437-9/12این آزمایشات 

کار رفته در این های بهتوزیع گرهای از الف، نمونه-3 شکل

نقطه گوسی  4متر و  10تحقیق )قرمز رنگ( با فواصل مساوی 

متر از رودخانه  200-0)سبز رنگ( متعلق به هر گره در بازه 

)ب( شکل مذکور، موقعیت  دهد که در بخشبِرن را نشان میمِری

طور به X = 140 mدقیق نقاط گوسی متعلق به گره قرار گرفته در 

ارائه شده است.  نمونه

(Wallis et al. 2014)بِرن واقع در کشور اسکاتلند شماتیک رودخانه مِرینمای  -2 شکل
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(Wallis et al. 2014)ها لیست آزمایش -1جدول 

شماره آزمایش
تاریخ انجام آزمایش

(yy/mm/dd) 

جرم ماده ردیاب

(g)

جریاندبی 

(Lit/s)
شماره آزمایش

تاریخ انجام آزمایش

(yy/mm/dd) 

جرم ماده ردیاب

(g)

دبی جریان

(Lit/s)

304/11/2009100/0137917/06/2010050/036

4 11/11/2009 050/0 2/83 10 08/07/2010 050/0 9/12 

5 18/11/2009 100/0 1/95 11 03/11/2010 150/0 8/134

6 26/11/2009 200/0 5/379 12 08/02/2011 300/0 3/437

718/11/2009100/01/381315/02/2011150/0144

8 27/05/2010 075/0 3/41

)الف(

 )ب(

بِرننقطه گوسی )سبز رنگ( متعلق به هر گره در بازه رودخانه مِری 4و  متر 10های موردنظر با فواصل مساوی ای از گرهنمونه -3 شکل

 معیارهای ارزیابی عملکرد مدل -6-2

 در این تحقیق برای ارزیابی پارامترهای برآورد شده برای

 ، از معیار ارزیابی4سازی غلظت ماده ردیاب در ایستگاه شبیه

).Wackerly et al, استفاده شد  )12MSE(میانگین مربعات خطا 

 ( است و18صورت رابطه )رابطه میانگین مربعات خطا به .2014(

calcC، .obsrC  وtnتی و غلظت مشاهدا ،غلظت محاسباتیترتیب : به

 است.  هاهتعداد داد

𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑛𝑡

∑(𝐶𝑐𝑎𝑙𝑐 − 𝐶𝑜𝑏𝑠)2

𝑛𝑡

𝑖=1

(18)

نتایج و بحث -3

 واسنجی مدل -1-3

آزمایش  9گالرکین، از -ووروش محلی پتربرای واسنجی مدل به

استفاده شد. در این روش، دو پارامتر سرعت  2جدول ارائه شده در 

و ضریب پراکندگی با کاهش مقدار میانگین مربعات خطا بین 

ها بهینه شدند. های مشاهداتی و محاسباتی در همه آزمایشداده

-ی غلظتسازی برای سرعت )برای قرارگیری منحندر ابتدا بهینه

زمان در محدوده زمانی مناسب( و سپس ضریب پراکندگی )برای 

دست آوردن ارتفاع و شکل مناسب پروفیل( انجام شد، در نهایت به

تغییرات کوچکی بر هر دو پارامتر برای دستیابی به بهترین شکل 

زمان -منحنی غلظت 4شکل زمان اعمال شد. در -منحنی غلظت

گالرکین در تمامی -ووه محلی پتردست آمده با روش بدون شبکبه

دست آمده از ها نشان داده شده است. با توجه به نتایج بهآزمایش

دست روش مذکور، مقدار غلظت محاسباتی در پروفیل پایین

های مشاهداتی در خوانی بهتری با داده(، دارای هم4)ایستگاه 

طور که مشخص است مقادیر غلظت تر است. همانهای پاییندبی

ی این پروفیل، محاسباتی نسبت به مشاهداتی در شاخه بالارونده

تر برآورد شده است. در رونده کماندکی بیشتر و در شاخه پایین

(، در 13و  12، 6های شماره های بالا )آزمایشکه، در دبیصورتی

رونده، مقدار غلظت بیشتر برآورد هر دو شاخه بالا رونده و پایین

اکثر مقدار غلظت محاسباتی و مشاهدانی مقایسه حدشده است. 

غلظت در حالت حداکثر خود که نشان داد که مقدار خطا زمانی

این مقدار که  استدرصد  10-1/0طور متوسط بین قرار دارد، به

، بیشتر است. های بالابرای دبی
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 لیتر بر ثانیه( 2/83)دبی  4آزمایش شماره  بر ثانیه(لیتر  1/95)دبی  5آزمایش شماره 

  
 لیتر بر ثانیه( 5/379)دبی  6آزمایش شماره  لیتر بر ثانیه( 1/38)دبی  7آزمایش شماره 

  
 لیتر بر ثانیه( 3/41)دبی  8آزمایش شماره  لیتر بر ثانیه( 9/12)دبی  10آزمایش شماره 

  
 لیتر بر ثانیه( 8/134)دبی  11آزمایش شماره  لیتر بر ثانیه( 3/437)دبی  12آزمایش شماره 

 
 لیتر بر ثانیه( 144)دبی  13آزمایش شماره 

 آزمایش برای واسنجی مدل 9زمان در -نمودار غلظت -4 شکل
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مقادیر سرعت و ضریب پراکندگی بهینه شده  2در جدول 

آزمایش ارائه و مقدار میانگین مربعات خطا محاسبه شده  9برای 

 1/1-13/0ضریب پراکندگی در این تحقیق در محدوده است. 

های دست آمد که این مقادیر برای رودخانهمترمربع بر ثانیه به

مقادیر پایین میانگین مربعات خطا در کوچک صادق است. 

گالرکین -ووهای کم، بیانگر این است که روش بدون شبکه پتردبی

های بالاتر است که نتایج آن قادر به برآورد بهتری نسبت به دبی

مشاهده شد. نتایج این پژوهش با تحقیق  1شکل وضوح در به

Wallis et al. (2014) پراکندگی به -جاییکه به حل معادله جابه

در رودخانه  Singh and Beckو  Fischerدو روش روندیابی 

مقدار میانگین مربعات خطا در پرداخته، مقایسه شد.  بِرنمِری

ارائه شده است.  2جدول های مذکور به دو ستون آخر روش

دست آمده از روش ارائه شده در این به MSEمقایسه مقادیر 

دهد که در ، نشان میWallis et al. (2014)پژوهش و تحقیق 

دارای دقت بالاتری نسبت به روش  MLPGهای پایین، روش دبی

Fischer  است و مقادیر آن به روش روندیابیSingh and Beck 

تری نسبت به های بالا دارای دقت پاییننزدیک است، ولی در دبی

دو روش اشاره شده است. در جدول مذکور فاصله زمانی، فاصله 

کار رفته در هر آزمایش ارائه شده است. های بهها و تعداد گرهگره

تا شرط پایداری عدد کورانت نحوی انتخاب شده ها بهفواصل گره

  برقرار باشد.

ها نسبت به دبی ضریب پراکندگی و سرعت تمامی آزمایش

( و معادله رگرسیون توانی بین متغیرها 5شکل رسم شد )

 988/0و  925/0استخراج شد که دارای ضریب همبستگی 

طور که ترتیب برای ضریب پراکندگی و سرعت هستند. همانبه

افزایش دهد مقدار این دو پارامتر با افزایش دبی، نشان می 5شکل 

های سرعت دارای همبستگی یابد، با این تفاوت که دادهمی

 بالاتری نسبت به ضریب پراکندگی هستند.

 

 نتایج واسنجی -2جدول 

شماره 

 آزمایش

دبی 

 جریان

فاصله 

 زمانی

(∆t)  

فاصله 

 هاگره

(∆x) 

تعداد 

 هاگره

 سرعت
ضریب 

 پراکندگی

میانگین مربعات خطا 

(MSE) 

 تحقیق حاضر 

میانگین مربعات خطا 

(MSE) 

 روش روندیابی
 Fischer 

میانگین مربعات خطا 

(MSE) 

 روش روندیابی
 Singh & Beck 

(Lit/s) (s) (m) (m/s) (s/2m) 2(μg/L) 2(μg/L) 2(μg/L) 
4 2/83 30 10 20 155/0 52/0 0006/0 0019/0 0007/0 

5 1/95 30 10 20 175/0 43/0 0034/0 0068/0 0027/0 

6 5/379 30 10 20 350/0 85/0 0151/0 0051/0 0058/0 

7 1/38 60 12 17 095/0 38/0 0128/0 0208/0 0064/0 

8 3/41 90 13 16 101/0 23/0 0160/0 0125/0 0057/0 

10 9/12 60 6 32 043/0 13/0 0042/0 0150/0 0055/0 

11 8/134 30 11 18 204/0 60/0 0060/0 0064/0 0030/0 

12 3/437 30 13 16 395/0 10/1 0426/0 0055/0 0040/0 

13 144 20 10 20 240/0 55/0 0227/0 0038/0 0017/0 
 

  
 ضریب پراکندگی و سرعت نسبت به دبینمودار  -5 شکل

 

 اعتبارسنجی مدل -2-3

مقادیر ضریب پراکندگی و سرعت، برای اعتبارسنجی دو 

لیتر بر ثانیه و  137با دبی  3آزمایش دیگر )آزمایش شماره 

لیتر بر ثانیه( با استفاده از معادله  33با دبی  9آزمایش شماره 

تخمین زده شد و در نهایت  5شکل رگرسیون توانی مستخرج از 

( برای 4دست )ایستگاه های پایینزمان داده -منحنی غلظت
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-ووآزمایشات مذکور با استفاده از روش بدون شبکه محلی پتر

و  3جدول بینی شد. نتایج اجرای دو آزمایش در گالرکین پیش

ارائه شده است.  6شکل بینی شده در زمان پیش-منحنی غلظت

تر از پروفیل غلظت غلظت محاسباتی، پایین مطابق شکل، پروفیل

مشاهداتی قرار گرفته که این مقدار خطا در غلظت حداکثر برابر 

است. با  9و  3های شماره ترتیب در آزمایشدرصد به 6و  2

توان دریافت که دقت مدل در دبی کمتر، مقایسه دو آزمایش می

های ارائه نسبت به روش MLPGدر روش  MSEبالاتر است. مقدار 

دارای مقادیر کمتری است که  ،Wallis et al. (2014)شده در 

 ین روش است. حاکی از عملکرد مناسب ا
 

 های اعتبارسنجیآزمایش -3جدول 

شماره 

 آزمایش

دبی 

 جریان

فاصله 

 زمانی

(∆t)  

فاصله 

 هاگره

(∆x) 

تعداد 

 هاگره

 سرعت
ضریب 

 پراکندگی

میانگین مربعات خطا 

(MSE) 

 تحقیق حاضر 

میانگین مربعات خطا 

(MSE) 

 روش روندیابی
 Fischer 

میانگین مربعات خطا 

(MSE) 

 روش روندیابی
 Singh & Beck 

(Lit/s) (s) (m) (m/s) (s/2m) 2(μg/L) 2(μg/L) 2(μg/L) 
3 137 60 14 15 206/0 56/0 0227/0 0390/0 0469/0 

9 33 60 10 20 086/0 25/0 0025/0 0510/0 0128/0 

 

  
 لیتر بر ثانیه( 137)دبی  3آزمایش شماره  لیتر بر ثانیه( 33 )دبی 9آزمایش شماره 

 آزمایش برای اعتبارسنجی مدل 2زمان در -منحنی غلظت -6 شکل

 

 گیرینتیجه -4
 

پراکندگی با روش عددی بدون -جاییدر این تحقیق معادله جابه

های سازی از دادهگالرکین حل و برای مدل -ووپترشبکه محلی 

دارای  4-3بِرن استفاده شد. رودخانه مذکور در بازه رودخانه مِری

سازی، از جریان یکنواخت و ماندگار است که برای انجام مدل

عنوان شرط مرزی ورودی استفاده و در به 3های ایستگاه داده

بررسی شد.  4ایستگاه های مشاهداتی نهایت صحت مدل، با داده

آزمایش برای واسنجی  9آزمایش انجام گرفته،  11از مجموع 

با به حداقل  استفاده شد که در آن ضریب پراکندگی و سرعت

رساندن معیار میانگین مربعات خطای غلظت محاسباتی و 

ضریب پراکندگی در این برای تمام حالات بهینه شدند. مشاهداتی 

نتایج دست آمد. مترمربع بر ثانیه به 1/1-13/0تحقیق در محدوده 

های کمتر، مقدار برای دبی MLPGسازی نشان داد که مدل مدل

ترتیب رونده بهغلظت محاسباتی را در شاخه بالارونده و پایین

که کند. در صورتیهای مشاهداتی برآورد میتر از دادهبیشتر و کم

رونده، مقدار پایینهای بالا، در هر دو شاخه بالا رونده و در دبی

مقایسه غلظت محاسباتی بیشتر از مشاهداتی برآورد شده است. 

حداکثر مقدار غلظت محاسباتی و مشاهدانی نشان داد که مقدار 

طور که غلظت در حالت حداکثر خود قرار دارد، بهخطا زمانی

درصد برای  6-2حالت واسنجی و درصد برای  1-1/0متوسط بین 

نهایت نمودار ضریب پراکندگی و  در. استحالت اعتبارسنجی 

سرعت نسبت به دبی رسم و معادله رگرسیونی توانی استخراج شد 

برای  988/0و  925/0ترتیب دارای ضریب همبستگی که به

ضریب پراکندگی و سرعت هستند. دو آزمایش دیگر نیز در 

کار اعتبارسنجی مدل برای تخمین ضریب پراکندگی و سرعت به

بیانگر عملکرد و دقت  ها،آندر  MSEه مقدار پایین برده شد ک

پراکندگی -جاییدر حل معادله جابه MLPGقبول روش قابل

توان ها میبا سایر روش کار برده شدهاست. با مقایسه روش به

روندیابی که روش مورد استفاده در این تحقیق و روش  دریافت

Singh and Beck نسبت به روش  های پایین،در دبیFischer 

 دارای دقت بالاتر است.
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 قدردانی -5

 

های وسیله از همکاری پروفسور والیس برای ارسال دادهبدین

 شود.بِرن تشکر و قدردانی میآزمایش غلظت در رودخانه مِری

 

 هانوشتپی -6

 
1- Fick's First Law 

2- Finite Difference Method (FDM) 

3- Finite Element Method (FEM) 

4- Finite Volume Method (FVM) 

5- Meshfree Local Petrov-Galerkin 

6- Moving Least Squares 

7- Element Free Galerkin Method (EFGM) 

8- Localized Radial Basis Functions’ (LRBF) 

9- Method of Approximate Particular Solutions (MAPS) 

10- Localization technique of Method of Approximate 

Particular Solutions (LMAPS) 

11- Murray Burn 

12- Mean Square Error 

 

 مراجع -7

 

(، 1394)، م.، مظاهری، م.، و محمد ولی سامانی، ج.، براتی مقدم

های طبیعی با مدل یک بعدی انتقال آلاینده در رودخانه"
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